








La interacción entre modelos y teorías en la enseñanza dela cronotopía1
Carlos E. VascoUniversidad Distrital Francisco José de Caldas, BogotáUniversidad del Valle, CaliColombiacarlosevasco@gmail.com
Resumen2La teoría de modelos en lógica formal permite refinar los conceptos de modelo y deteoría para producir descripciones más finas de las actividades noético-semióticassobre el espacio-tiempo que constituyen la Cronotopía. Estas descripciones queexplicitan el trabajo sobre los modelos como distinto del trabajo sobre las teoríasy que aclaran el papel de los morfismos de interpretación de las teorías en losmodelos permiten potenciar la manera de enseñar la Cronotopía por medio deldiseño y gestión de situaciones-problema de tipo taller que sean apropiadas paraestimular y guiar los procesos de aprender.Palabras claveCronotopía, modelos, situaciones-problemaAbstractThe theory of models in formal logic permits us to refine the concepts of modeland of theory to produce finer descriptions of the noetic-semiotic activities onspace-time that constitute the Chronotopia. These descriptions that make explicitthe work on models as distinct from the work on theories and that clarifies the roleof morphisms of the interpretation of theories permit a promotion of a way to teachthe Chronotopia through the design and negotiation of workshop-type problemsituations that are appropriate to stimulate and guide the learning process.Key wordsChronotopia, models, problem situations
1 La Cronotopía
En el encuentro XVI de Geometría y sus Aplicaciones en Bogotá en 2005, en la XIIConferencia Inter-Americana de Educación Matemática en Querétaro, México, y en elXXI Encuentro con la Matemática de Castel San Pietro en Italia en 2007, presentéun ambicioso programa de la disciplina matemática del futuro que incluye todo lo que
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la XIII CIAEM, celebrada en Recife,Brasil el año 2011.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.










ahora llamamos “geometría”, y que llamé “Cronotopía”. Para resumir brevemente lodicho en las conferencias citadas, propuse la ecuación siguiente:Cronotopía = Cronología + Cronometría + Topología + TopometríaLa Cronotopía incluye el estudio del espacio, del tiempo y del espacio-tiempo relativista.Se trata, como diría Carlo Federici, de una física general del espacio-tiempo, que incluyela cinemática, antes de la introducción de la dinámica con magnitudes como la masao la carga eléctrica.Se distinguen en ella los aspectos *-lógicos, antes de las medidas numéricas, y losaspectos *-métricos, que incluyen el estudio de las magnitudes espaciales y temporalescon sus cantidades, unidades y sistemas de medición. Así, lo que llamamos “geometría”en sus aspectos lógicos está incluida en la Topología y, si se incorporan los aspectosmétricos, en la Topometría. 3
2 Modelos y teorías
Cuando se habla de “modelos”, se suele entender “modelos con su teoría”, a los quepodríamos llamar “modelos teóricos”, y cuando se habla de “teorías”, se suele enten-der “teorías con su modelo para interpretarlas”, a las que podríamos llamar “teoríasmodélicas”.La tesis central de este trabajo es que, al menos para la Cronotopía, los procesos deenseñarla y aprenderla se facilitan y potencian con la ayuda de la distinción entre losmodelos mentales, por un lado y, por otro, las teorías formuladas en lenguaje articulado,simbólico o no, conectadas con los modelos por medio de morfismos de interpretación.Comencemos por un rápido recorrido histórico. Hacia 1930, con los teoremas de Gödel,se empezó a distinguir explícitamente la verdad de un proposición de la validez de unteorema en un sistema axiomático. En esa década, en Polonia, sobre todo en el trabajode Tarski, se empezó a distinguir la teoría como un sistema de proposiciones o fórmulasenunciadas en un lenguaje formalizado, y el modelo como un conjunto de elementos conciertas operaciones y relaciones específicas, que se llamaba indistintamente colección,clase, conjunto, familia, sistema o estructura.La palabra “grupo” no aparece en esa lista, porque ya se había especializado duranteel siglo XIX para ciertos sistemas de transformaciones invertibles y, por ello, dentro delas matemáticas, “grupo” ya no se toma como sinónimo de agrupación, agregado, claseo conjunto.
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Pero la relación entre los sistemas conceptuales y los sistemas simbólicos no era todavíamuy precisa; sólo pude formularla más rigurosamente con las ideas de Raymond Duval,quien vino a dar un curso en el doctorado de la Universidad del Valle, y trajo su librorecién publicado en francés en 1995 sobre semiosis y pensamiento humano. MyriamVega lo tradujo al castellano en 1999 y en Colombia empezamos a utilizar sus ideasdesde entonces, hoy ya muy extendidas en el ámbito europeo y latinoamericano (Duval,1995/2004).Raymond Duval nos enseñó a distinguir las representaciones internas, como imágenesmentales siempre traicioneras y escurridizas, producidas y procesadas por la actividadnoética, de las representaciones semióticas externas y materializadas como productosde los registros semióticos de representación.Los registros semióticos de representación completan la propuesta del enfoque de sis-temas que utilicé en la renovación curricular en matemáticas de 1978 a 1993, mostrandocómo articular los sistemas conceptuales y los simbólicos con una distinción sutil pe-ro potente: la distinción entre la representación semiótica como un sistema simbólicoexterno, materializado, producido por la actividad semiótica, y el registro semiótico derepresentación como sistema productor de representaciones semióticas materializadas,así sean efímeras.Esa distinción permite otra muy potente también: el trabajo de transformación de unarepresentación semiótica particular a otra del mismo registro, lo que se llama “trata-miento”, y la transformación de una representación semiótica particular pertenecientea un registro semiótico a otra perteneciente a otro, lo que se llama “conversión”.Otro aporte a la distinción entre modelos y teorías viene de las neurociencias. Anto-nio Damasio (2010) en su libro “Self comes to mind ” (en español “Y el cerebro creóal hombre”), propone distinguir “mapa” como el sustrato neuronal e “imagen” como lacontraparte consciente, percibida y conocida del mapa. Un caso paralelo a esta dis-tinción cognitiva es la distinción entre “emoción” como sustrato neuronal, y “feeling”como contraparte consciente, percibida y sentida de la emoción. Así, “feeling” ya po-dría traducirse como “afecto” o “afección” en el sentido de “afectación subjetiva” porla emoción, en un sentido que precisa la propuesta de William James modificada porBaird (aunque me parece que es más cercana a la de Magda Arnold). 4Otro caso paralelo sería la excitación nerviosa aguda bioquímica y bioeléctrica comopatrón fisiológico y el dolor como fenómeno psicológico. Otro sería la deprivaciónde nutrientes y los desequilibrios bioquímicos en los fluidos sanguíneo y linfático, yel hambre como fenómeno mental experimentado por la persona que lo sufre. Paraprecisar lo que entendemos por modelo mental tenemos pues que tener en cuenta esta
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“Representar” tiene direcciones y sentidos diferentes cuando el agente detiene mo-mentáneamente su actividad para tratar de expresar algo intramental “hacia afuera”, yproduce una representación externa materializada (así sea efímera), y cuando trata deinterpretar una representación externa materializada para reorientar su actividad conrepresentaciones internas logradas “hacia adentro”.Para diferenciar esos dos sentidos (en el doble sentido de “sentido”, en el camposemiótico y en el campo de la física del movimiento) voy a utilizar “expresar” en elsentido “hacia afuera” e “interpretar” en el sentido “hacia adentro”. Al primero lo llamo“semiosis proyectiva” o “expresiva”, y podría llamarse “proceso noético-semiótico” enese orden; al segundo lo llamo “semiosis inyectiva” o “interpretativa”, y podría llamarse“proceso semiótico-noético” en ese orden si quisiéramos insistir en el cambio de sentido.Pero como esos cambios de sentido son muy frecuentes y cíclicos, es mejor no cambiar elorden, sino hablar de perturbaciones de la actividad noético-semiótica, la cual prosiguesin cesar, aun durante el sueño, como lo muestra la rápida reinterpretación onírica delos primeros sonidos del reloj despertador.
3 Perturbaciones noético-semióticas
El hecho de que en el flujo de la conciencia lo noético y lo semiótico siempre vayanjuntos no quiere decir que no sean diferentes. La actividad neuronal cortical y subcor-tical que en el nivel conciente llamamos “pensar” precede, se desvía y se transformacon las semiosis proyectivas y se guía por ellas a la vez que busca nuevas formas deexpresión al no encontrar recursos semióticos ya preexistentes en la cultura.Hay pues unos modelos mentales (“aquí adentro”) y otros extramentales (“allá afuera”).Hay unos que son facsímiles, otros que son prototipos y otros que son ambas cosas. Losfacsímiles se diseñan para representar subprocesos semejantes a ellos (en la direccióndel pasado hacia el presente), y los prototipos para iniciar subprocesos semejantes aellos (en la dirección del presente hacia el futuro). Un modelo determinado puede tenerambas funciones en distintos momentos.
4 Modelos y sistemas










Con la precisión de los tres aspectos que tiene todo sistema, podríamos describir másdetalladamente un modelo mental como un sistema que construimos para representarun subproceso en el que desagregamos, desglosamos, cortamos, recortamos o diseccio-namos algunos componentes o elementos, e intentamos reparar los cortes, in-cisioneso de-cisiones por medio de relaciones, correspondencias, nexos, conexiones, lazos, en-laces (“links”) o referencias entre ellos. Este sería un modelo con sustrato y estructura,pero sin dinámica, que llamamos “modelo estático”. Si además tratamos de modelar lasacciones y actividades a través de operaciones o transformaciones mentales, tendríamosun modelo con sustrato, dinámica y estructura, que llamamos “modelo dinámico”.Estas consideraciones permiten precisar la diferencia entre un sistema estático y unsistema dinámico, utilícese o no como modelo. Así puede develarse el abuso de laexpresión “sistema dinámico” en ciertos discursos que quieren valorizarse por el usoimpreciso y engañoso de la teoría matemática de los sistemas dinámicos.La consecuencia central de lo anterior para la metodología de la investigación esque todo proyecto de investigación tiene como propósito crear o modificar un modelomental del subproceso investigado con una teoría que lo precise y refine en cuanto ala explicitación discursiva del sustrato, la estructura y la dinámica de ese modelo.En síntesis, un modelo M es un sistema en el cual se va a interpretar una teoría:M = (Comp, Op, Rel) = (C, Ω, R) = (S, D, E).Comp = C es el conjunto de componentes o el sustrato S, Op = Ω es el conjunto deoperaciones o la dinámica D, y Rel = R es el conjunto de relaciones del modelo o suestructura E.
5 Lenguajes y teorías
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servir de interpretación para varias teorías y los aspectos explicativos y prescriptivosse van configurando con cierta independencia hasta permitir que la misma teoría sepueda interpretar en varios modelos.
6 El morfismo de interpretación










7 Los talleres de modelos y teorías
1. El primer taller podría ser el de la aritmo-geometría pitagórica. Retrocedamos 2600años en el tiempo y pensemos en Pitágoras tratando de enseñar a un grupo de jóvenesnovicios, los “akusmáticos”, lo que había aprendido de las matemáticas en Mesopotamiay Egipto. Comenzaba con un bastón de punta afilada con el que hacía huecos y trazosen la arcilla o la arena de Crotona en el sur de Italia.Comenzaba así:
• •• • •• • •• • . . .
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4. Otro taller se inicia a la manera usual de entender las superficies de Riemann enanálisis complejo, y enseña a comparar la esfera de Riemann con el modelo hemisféricode Poincaré: si se dobla el ángulo, parece igual al de Riemann, por el simple teoremadel ángulo central y el ángulo inscrito.5. Un taller muy ilustrativo de la distinción entre modelo y teoría es el que enseñaa visualizar la dualidad de la geometría proyectiva por la idea del trompo (no en elsentido usual del trompo de cuerda sino del giróscopo).6. Diseñé otros talleres muy divertidos que llamé “de las geometrías de la Tierrapor dentro” y “de la Tierra por fuera”, para compararlas con la geometría elíptica deRiemann. Pude lograr un resultado inesperado: la geometría de Riemann en la esferano es no-euclidiana por el quinto postulado de Euclides, pero si se toma el quintopostulado con el enunciado de Playfair, sí es no-euclidiana.En estos talleres se puede modelar mentalmente el punto como disco y la línea comosegmento diametral; el punto como segmento diametral y la línea como disco; el puntocomo bipunto y la línea como círculo maximal en la esfera, y viceversa; el punto comorecta y la línea como plano, y viceversa; el punto como semirrecta sobre el planohorizontal y la línea como semiplano menos una semirrecta del borde, y viceversa; elpunto como segmento radial y la línea como semidisco menos un radio, y viceversa; elpunto como punto y la línea como semicírculo semiabierto en la semiesfera con medioecuador, y viceversa. Basta una sola teoría e ir cambiando el morfismo de interpretación.La mirada al modelo por el rabillo del ojo permite corregir el lenguaje y descartar losno-teoremas.La distinción entre modelos y teorías permite la exploración de los puntos orientados(hacia adentro o hacia afuera) y las líneas orientadas; se hace girar el trompo y laregla de la mano derecha y la doble cubierta de la esfera y las representaciones delos grupos de Lie.La extensión del trompo de tres a cuatro dimensiones puede hacerse de dos maneras. Laprimera es considerar el segmento que imaginamos como eje del trompo como la sombrao proyección de otro disco ortogonal al visible en un espacio de cuatro dimensiones.Es el trompo simétrico, que podría llevar al análisis de dos variables complejas.La segunda manera es considerar el disco que imaginamos como la sombra o proyec-ción de una bola tridimensional en un espacio de cuatro dimensiones. Es el trompoasimétrico, que podría llevar al análisis cuaterniónico.
8 Conclusión
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Lo mismo puede decirse de la dualidad “arriba y abajo”. No hay teoría que las dis-tinga; más bien, cualquier teoría puede inducir a errores por la pulsión a interpretarlainadecuadamente, como al hablar de “base” y “altura” en un triángulo, etc. Un trián-gulo equilátero que “descansa” sobre la punta no parece ser triángulo para los niños,quienes prefieren llamarlo “flecha”.Un último ejemplo: el teorema de Desargues en el plano dice que si dos triángulos sonperspectivos desde un punto, lo son desde una línea. El modelo tridimensional muestraque eso tiene que ser así, por tratarse de una pirámide con base en el triángulo demayor área, con el otro triángulo producido por un corte de la pirámide por un plano;pero la sola teoría en el plano no permite demostrarlo directamente.La teoría muestra que el antecedente y el consecuente del teorema de Desarguesson duales: dos tripuntos producen por las parejas de vértices homólogos tres líneasconcurrentes si y sólo si dos triláteros producen por las parejas de lados homólogos trespuntos colineales. Si la geometría proyectiva plana es autodual, ambas proposicionestienen que ser verdaderas o ambas falsas. Eso es lo que dice el teorema. . . Todo estopuede hacerse con el solo tratamiento de la teoría una vez formulada en lenguaje técnicoformalizable. No hace falta saber cómo se va a fijar el morfismo de interpretación. Nohace falta modelo ni demostración directa.Con estos talleres y ejemplos, espero no necesitar más motivación para convencer alectores y auditores de la conveniencia, la productividad y la diversión inagotable dejugar a la Cronotopía con la distinción explícita entre modelos, teorías y morfismos deinterpretación.
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